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Άσκηση 1 

Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝑓(𝑥)  =  2 + (𝑥 −  2)2 𝜇𝜀 𝑥 ≥  2. 

α. Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι 1–1. 

β. Να αποδείξετε ότι υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση 𝑓−1 της 𝑓 και να βρείτε 

τον τύπο της. 

γ.i. Να βρείτε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων 

𝑓 και 𝑓−1 με την ευθεία y = x. 

ii. Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων της γραφικές παραστάσεις των 

συναρτήσεων 𝑓 και 𝑓−1 και την ευθεία 𝑦 = 𝑥. 

Λύση 

α. Εύκολα δείχνω ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στο [2,+∞) τότε 

είναι και συνάρτηση 1 − 1 

𝑓(𝑥) =  2 + (𝑥 −  2)2, 𝑥 ≥  2 

𝑓′(𝑥) =  2(𝑥 −  2) 

β. Θέτω 𝑦 = 𝑓(𝑥)
 
⇔𝑦 =  2 + (𝑥 −  2)2

 
⇔ 𝑦 − 2 =  (𝑥 −  2)2, 𝑦 ≥  2 

 
⇔√𝑦 −  2 = 𝑥 − 2

 
⇔𝑥 = 2 + √𝑦 −  2 

𝑓−1(𝑦) =  2 + √𝑦 −  2, 𝑦 ≥  2 

Αλλάζω το y σε x οπότε  

𝑓−1(𝑥) =  2 + √𝑥 −  2, 𝐷𝑓−1 = [2,+∞) 

 

γ.i. Λύνω 𝑥 =  2 + (𝑥 −  2)2
 
⇔ (𝑥 −  2)2 −  𝑥 +  2 =  0 

 
⇔ (𝑥 −  2)(𝑥 −  3) =  0 

Οπότε (𝑥 − 2 = 0 ή 𝑥 − 3 = 0)
 
⇔𝑥 = 2 ή 𝑥 = 3. Άρα τα κοινά σημεία τους είναι τα 

𝛢(2,2), 𝛣(3,3) 

ii.  
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Άσκηση 2 

Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας 

το γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση και δίπλα στο γράμμα τη λέξη 

Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη.  

1) Αν η 𝑓 έχει αντίστροφη συνάρτηση 𝑓−1 και η γραφική παράσταση της 𝑓 

έχει ένα κοινό σημείο Α με τη ευθεία 𝑦 = 𝑥, τότε το σημείο Α ανήκει στη 

γραφική παράσταση της 𝑓−1. Σωστό 

2)  Αν η συνάρτηση 𝑓: 𝛢 → ℝ είναι 1-1, τότε ισχύει 𝑓−1(𝑓(𝑥)) = 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝐴. 

Σωστό 

3)  Για οποιαδήποτε αντιστρέψιμη συνάρτηση 𝑓 με πεδίο ορισμού Α ισχύει 

ότι 𝑓(𝑓−1(𝑥)) = 𝑥 , για κάθε 𝑥 ∈ 𝐴. Λάθος 

4)  Αν μια συνάρτηση 𝑓: 𝛢 → ℝ είναι 1-1, τότε για την αντίστροφη 

συνάρτηση 𝑓−1 ισχύει: 𝑓−1(𝑓(𝑥)) = 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝐴 και 𝑓(𝑓−1(𝑦)) = 𝑦 , 𝑦 ∈ 𝑓(𝐴). 

Σωστό 

5)  Οι γραφικές παραστάσεις των C και 𝐶΄ των συναρτήσεων 𝑓 και 𝑓−1 είναι 

συμμετρικές ως προς την ευθεία 𝑦 = 𝑥 που διχοτομεί τις γωνίες 𝑥𝑂𝑦 και 

𝑥΄𝛰𝑦΄. Σωστό 

6)  Αν ένα σημείο 𝛭(𝛼, 𝛽) ανήκει στη γραφική παράσταση μιας 

αντιστρέψιμης συνάρτησης 𝑓, τότε το σημείο 𝛭΄(𝛽, 𝛼) ανήκει στη 

γραφική παράσταση της 𝑓−1. Σωστό 

 

Άσκηση 3 

Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 και ℎ(𝑥) = 1 + 𝑒𝑥 
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α) Να ορίσετε τη συνάρτηση 𝑓 = 𝑔 ∘ ℎ 

Δίνεται η συνάρτηση 𝑓:ℝ → ℝ με 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(1 + 𝑒𝑥).  

β) Να δείξετε ότι η 𝑓 αντιστρέφεται και να βρείτε τη συνάρτηση 𝑓−1. 

γ) 𝑓(𝑥2 − 3𝑥) = 𝑓(4𝑥 − 12) 

Λύση 

𝜶) 𝐷𝑔∘ℎ = {
𝑥 ∈ ℝ

1 + 𝑒𝑥 > 0  
⇒ 𝑥 ∈ ℝ 

𝑓(𝑥) = 𝑔(ℎ(𝑥)) = 𝑔(1 + 𝑒𝑥) = 𝑙𝑛(1 + 𝑒𝑥) 

β) Έστω 𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ με 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2)
 
⇒ ℓ𝑛(1 + 𝑒𝑥1) = ℓ𝑛(1 + 𝑒𝑥2)  

 
⇒1+ 𝑒𝑥1 = 1 + 𝑒𝑥2

 
⇒𝑒𝑥1 = 𝑒𝑥2

 
⇒𝑥1 = 𝑥2 

Άρα η συνάρτηση 𝑓 είναι 1 – 1, οπότε η 𝑓 αντιστρέφεται. 

𝑓(𝑥) = 𝑦 ⇔ ℓ𝑛(1 + 𝑒𝑥) = 𝑦 ⇔ 1 + 𝑒𝑥 = 𝑒𝑦 ⇔ 𝑒𝑥 = 𝑒𝑦 − 1 

⇔
𝑦>0

𝑒𝑦−1>0
𝑥 = ℓ𝑛(𝑒𝑦 − 1),  𝑦 > 0 

Συνεπώς, 𝑓−1(𝑥) = ℓ𝑛(𝑒𝑥 − 1),  𝑥 > 0 

γ) Η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα: 

𝑓(𝑥2 − 3𝑥) = 𝑓(4𝑥 − 12) 
𝑓 1−1
⇔  𝑥2 − 3𝑥 = 4𝑥 − 12

 
⇔𝑥2 − 7𝑥 + 12 = 0

 
⇔ 𝑥 = 3 ή 𝑥 = 4 
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Άσκηση 4 

Δίνεται η γνησίως αύξουσα συνάρτηση 𝑓:ℝ → ℝ  με 𝑓(ℝ) = ℝ για την οποία 

ισχύει 

𝑓(𝑙𝑛𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 2 −
4𝑥

𝑥 + 1
, για κάθε 𝑥 > 0 

α) Να αποδείξετε ότι έχει τύπο 

𝑓(𝑥) = 𝑥 + 2 −
4𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
 

β) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 αντιστρέφεται και να βρείτε το πεδίο ορισμού της 

𝑓−1 

γ) Να λύσετε την εξίσωση 𝑓−1(𝑥) = 𝑥 − 1 

Λύση 

α) Ισχύει: 

{𝑓(𝑙𝑛𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 2 −
4𝑥

𝑥 + 1
𝑥 > 0

 

Θέτω 𝑦 = 𝑙𝑛𝑥
 
⇔𝑒𝑦 = 𝑥 τότε  

{𝑓(𝑦) = 𝑦 + 2 −
4𝑒𝑦

𝑒𝑦 + 1
𝑒𝑦 > 0

 

Αλλάζω τη μεταβλητή y σε x και τελικά 

𝑓(𝑥) = 𝑥 + 2 −
4𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
 

για κάθε 𝑥 ∈ ℝ 

β) Επειδή η συνάρτηση 𝑓 γνησίως αύξουσα τότε είναι και 1-1 άρα 

αντιστρέφεται. Το πεδίο ορισμού της 𝑓−1 είναι το σύνολο τιμών της 𝑓. 

𝐷𝑓−1 = 𝑓(ℝ) = ℝ 

γ) Για την εξίσωση 𝑓−1(𝑥) = 𝑥 − 1 έχουμε 
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{
𝑓−1(𝑥) = 𝑥 − 1

𝑥 ∈ 𝑓(ℝ) = ℝ

 
⇔𝑥 = 𝑓(𝑥 − 1)

 
⇔𝑥 =𝑥 − 1 + 2 −

4𝑒𝑥−1

𝑒𝑥−1 + 1

 
⇔ 

 
⇔1 =

4𝑒𝑥−1

𝑒𝑥−1 + 1

 
⇔𝑒𝑥−1 + 1 = 4𝑒𝑥−1

 
⇔3𝑒𝑥−1 = 1

 
⇔𝑒𝑥−1 =

1

3

 
⇔ 

 
⇔𝑥 − 1 = ln

1

3

 
⇔𝑥 = 1− 𝑙𝑛3 
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Άσκηση 5 

Να υπολογίσετε τις παραγώγους: 

𝜶) 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟑

𝒙𝟐 + 𝟏
, 𝒙 ∈ ℝ, 𝜷) 𝒇(𝒙) =

𝒙𝒍𝒏𝒙

𝒙 − 𝟏
, 𝒙 ∈ (𝟎, 𝟏) ∪ (𝟏, +∞) 

𝜸) 𝒇(𝒙) = (𝟑𝒙𝟐 + 𝟓)𝟗 , 𝜹) 𝒈(𝒙) = 𝒆−𝒙
𝟐+𝟏, 𝜺) 𝒉(𝒙) = 𝒍𝒏√𝒙𝟐 + 𝟏 

Τι συμπέρασμα βγάζετε για τη συνάρτηση (α); 

Λύση 

𝜶) 𝑓′(𝑥) =
(𝑥3)΄ ∙ (𝑥2 + 1) − 𝑥3 ∙ (𝑥2 + 1)΄

(𝑥2 + 1)2
=
𝑥2(𝑥2 + 3)

(𝑥2 + 1)2
 

Επειδή 𝑓΄(𝑥) > 0 για κάθε 𝒙 ∈ ℝ η συνάρτηση 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα. 

𝜷) 𝑓′(𝑥) = (
𝑥 𝑙𝑛 𝑥

𝑥 − 1
)
′

=
(𝑥 𝑙𝑛 𝑥)′(𝑥 − 1) − 𝑥 𝑙𝑛 𝑥 (𝑥 − 1)′

(𝑥 − 1)2
=
(𝑙𝑛 𝑥 + 1)(𝑥 − 1) − 𝑥 𝑙𝑛 𝑥

(𝑥 − 1)2
 

=
𝑥 𝑙𝑛 𝑥 − 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑥 − 1 − 𝑥 𝑙𝑛 𝑥

(𝑥 − 1)2
=
𝑥 − 1 − 𝑙𝑛 𝑥

(𝑥 − 1)2
, 𝑥 ∈ (0,1) ∪ (1, +∞) 

𝜸) 𝑓΄(𝑥) = ((3𝑥2 + 5)9)΄ = 9(3𝑥2 + 5)8 ⋅ (3𝑥2 + 5)′ = 

= 9(3𝑥2 + 5)8 ⋅ 6𝑥 = 54𝑥(3𝑥2 + 5)8 

𝜹) 𝑔′(𝑥) = (𝑒−𝑥
2+1)′ = 𝑒−𝑥

2+1(−𝑥2 + 1)′ = 𝑒−𝑥
2+1(−2𝑥) = −2𝑥𝑒−𝑥

2+1 

𝜺) ℎ′(𝑥) = (𝑙𝑛(√𝑥2 + 1))′ =
1

√𝑥2 + 1
⋅ (√𝑥2 + 1)′ =

1

√𝑥2 + 1
⋅

1

2√𝑥2 + 1
⋅ (𝑥2 + 1)′ =

1

2(𝑥2 + 1)
⋅ 2𝑥

=
𝑥

𝑥2 + 1
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Άσκηση 6 

Αν η 𝒇 είναι συνεχής στο ℝ και για 𝒙 ≠ 𝟒 ισχύει 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐−𝟕𝒙+𝟏𝟐

𝒙−𝟒
, τότε το 

𝒇(𝟒) είναι ίσο με 1 

Λύση 

Επειδή η 𝑓 είναι συνεχής στο ℝ τότε θα είναι συνεχής και στο σημείο 4 

δηλαδή 

𝑓(4) = lim
𝑥→4

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→4

𝑥2 − 7𝑥 + 12

𝑥 − 4
= lim
𝑥→4

(𝑥 − 4)(𝑥 − 3)

𝑥 − 4
= lim
𝑥→4
(𝑥 − 3) = 1 

 

Άσκηση 7 

𝒇(𝒙) = {
𝒙𝟐 − 𝟒

𝒙− 𝟐
, 𝒙 ≠ 𝟐

𝒂, 𝒙 = 𝟐

 

Να βρεθεί η τιμή της παραμέτρου 𝜶 ∈ ℝ, ώστε η συνάρτηση 𝒇 να είναι 

συνεχής στο 𝒙𝟎 = 𝟐 

Λύση 

Για να είναι συνεχής η συνάρτηση 𝑓 στο σημείο 𝑥0 = 2, πρέπει 𝑓(2) = lim
𝑥→2
𝑓(𝑥). 

lim
𝑥→2
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→2

𝑥2 − 4

𝑥 − 2
= lim
𝑥→2

(𝑥 − 2)(𝑥 + 2)

𝑥 − 2
lim
𝑥→2

𝑥 + 2 = 4, 𝜅𝛼𝜄 𝑓(2) = 𝑎 

Οπότε 𝑓(2) = lim
𝑥→2
𝑓(𝑥)

 
⇔𝑎 = 4 
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Άσκηση 8 

Να υπολογίσετε, εάν υπάρχει, την πρώτη παράγωγο της συνάρτησης 𝒇 

στο σημείο 𝒙𝟎 = 𝟎, με 

𝒇(𝒙) = {
𝒙 + 𝜼𝝁𝒙, 𝒙 ≥ 𝟎

𝒙𝟐 + 𝟐𝜼𝝁𝒙, 𝒙 < 𝟎
 

Λύση 

𝛦ί𝜈𝛼𝜄, lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥
= lim
𝑥→0+

𝑥 + 𝜂𝜇𝑥

𝑥
= lim
𝑥→0+

𝑥

𝑥
+
𝜂𝜇𝑥

𝑥
= 2 𝜅𝛼𝜄 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥
= lim
𝑥→0−

𝑥2 + 2𝜂𝜇𝑥

𝑥
= lim
𝑥→0−

𝑥2

𝑥
+ 2

𝜂𝜇𝑥

𝑥
= lim
𝑥→0−

𝑥 + 2
𝜂𝜇𝑥

𝑥
= 2 

επειδή lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
= lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
= 2 ∈ ℝ η συνάρτηση 𝑓 είναι παραγωγίσιμη 

στο σημείο 𝑥0 = 0 με 𝑓΄(0) = 2 

 

Άσκηση 9 

Να εξετάσετε εάν η συνάρτηση 𝒇 είναι παραγωγίσιμη στο 𝒙𝟎 = 𝟎, με 

𝒇(𝒙) = {
𝒍𝒏𝒙 + 𝒙 − 𝟏, 𝒙 > 𝟎

𝒙𝟐 + 𝟏, 𝒙 ≤ 𝟎
 

Λύση 

Αφού lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

(𝑙𝑛𝑥 + 𝑥 − 1) = −∞ η συνάρτηση 𝑓 δεν είναι συνεχής στο 

σημείο  𝑥0 = 0 τότε δεν είναι παραγωγίσιμη στο σημείο 𝑥0 = 0. 

 

 

 


